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�� ����<�������7�
�K ��" ��<��	<��4~ P��<�P � F�O�
���N( P ∧ ~ P ) � F��3��5�~ ( P ∧ ~ P )�
��c#'*�������A*�F�*�G�F�87��4��7�

�u G�	 QNC�M� ��e��
��[ P ∧  ( P � Q )] � Q��W* 

�*�8*�L #Z*�;��[ P ∧ ( P � F ) ] � F����
�K ��" ���( P ∧ ~ P ) � F����
�K ��" ���~ ( P ∧ ~ P )��NC��

��
� NO�8#	#
���������	
����
�F�� NW 5��L ��� �<� N����u G�*�(�^����87������
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��	
�#k G��7�NO�8#	#
���������	
����N�b���1 ��$,��<�~� B#*�6��/ �D^��L ���N� <��5�9 #�
 4�N��������7�����
������%������'87� Nu G�*�V��<��� ��� �#k G� �4���	
���� �
�� ~l ^,�<�5����]�<� N� <�� 5�9 #�
 4� N��������7

�#k G�u G�*�1 ������������7N�#k G�������'87���*���*���<��5�9 #�
 4� N��������7� !�ND^��L ����#G��F�#<����<
T�'87�U�
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��< �� �����e��	#Z*�;��<��J�F��<�5�u G�*�K ��" �F��<��4N�F��'<�A��5��H����� B�� ]��A����T�v�k _*���'87

B�U�5B����T�v�%�����'87A�U�
�D#
�*!��
��

�N�*�8*����<~ ( P ∧ ~ P )�v�k _*���'87����[ P ∧  ( P � Q ) ] � Q�5��[ P ∧  ( P � Q ) ] � Q���'87����
�v�%��~ ( P ∧ ~ P )�
���	
�*�!�b����*�8*�5���
��

�� �k _*���'87  �%�����'87  

u G�	 �(�,�� ~ ( P ∧ ~ P )��  [ P ∧  ( P � Q )] � Q�� W* 

K ,�k 
�u _*����"
 P � ~ ~ P  P � ( ( P � Q ) � Q )  C* 

K ,�k 
�u _*�S 3� ~ ~ P � P  ( ( P � Q ) � Q ) � P ?? 

��
��� ��e�O�
����7����<A��	*�
��%�����'87�9 ��NB�
�� �������4����A1 ��� ���O�8#	#
����������B�������

�����<�O�8#	#
�Q�F��<��#k GA�F��<��#k G����<����4�5�(Ha�����B� ����eM��
��

∀A∃B[ ( A v�%�����'87 = B ) ∧  (  �MJ A � �MJ B ) ] 

��
��	
�H��9 ��r #7�����%��5��L ���v(Ha������ B#*����G�<�� <��5�9 #�
 4�N��������7�e��J���4�� B#*�L #	X

B����<������ � �A�<������ � �Y#*���J���4�� B#*�L #	X� N��B� N���<�������A������ � ��'�����5�������
��J���4�� B#*�L #	X�5����<B�N���<���<��A���<������ � ��'�����5���<��e��

��
∃A∀B[ ( A v�%�����'87 = B ) ∧  (  �J A ∧ �J B ) ] 

∃A∀B[ ( A v�%�����'87 = B ) ∧  (  �K A ∧ �K B ) ] 

∃A∀B[ ( A v�%�����'87 = B ) ∧  (  �R A ∧ �R B ) ] 

��
D��������He��

�J ~ P � ( P � Q )  ,  �J ( P � R ) � ( P � Q ) 

�K ~ P � ( P � Q ) ,  �K ( P � R ) � ( P � Q ) 

�K P � ~ ~ P  ,  �K P � ( ( P � Q ) � Q ) 

�R P � ~ ~ P  ,  �R P � ( ( P � Q ) � Q ) 
��

V��YJ�H���]�<�N��H�O5�;����J�5��%�����7V��Y�(�*��<��*�b��^����'87��4����u G�*���7�����F�Z�5�"
���7
V��5?���J��'������X�D���!O�
�������NO�8#	#
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�����4����7�#k G�� <����������<�i # � ��<�N�*�TMJU�NTJ�U

�5TR�Ul 45����@�5������ � �Nm �@���7��������*��4����7������ � ��#I�5�N��<���*��*����7Q����	"�O�
���4����7
�	'B#*�Y#*�9 #�
 4���	
��#k G��'��M��<TPU�NTT�U�5TN�UV���f �Z
��*�e��
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MJ  = Minimal Intuitionist Teorem T  = Just Totology 
J  = Intuitionist Teorem P  = Pierce Paradox 
R  = Relevant Teorem N  = Non-Totology 
 
� u G�*�(�^����  ( A )   ( B ) �%���(�^���    

 
�u _*����"

K ,�k 
 

P � ~ ~ P  P � ( ( P � Q ) � Q )  CI  

 �u G�	 ��A*�QNC�M� ~ ( P ∧ ~ P )   ( P ∧ ( P � Q ) ) � Q W′  

 CM ( P � ~ P ) � ~ P  ( P � ( P �Q ) ) � ( P � Q )  W  

 �� ( ( P � Q ) ∧ ~ Q ) � ~ P  [ ( P � Q ) ∧ ( ( Q � R ) ] � ( P � R )  WB  

R ��� �q���� ~ Q � ( ( P � Q ) � ~ P )   ( Q � R ) � ( ( P � Q ) � ( P � R ) )  B R 

 �� Q � ( ( P � ~ Q ) � ~ P )   Q � [ ( P � ( Q � R ) ) � ( P � R ) ] CC  

5� u #_*�l ^, ( P � ~ Q ) � ( Q � ~ P )   ( P � ( Q � R ) ) � ( Q � ( P � R ) )  C 5�
  ( P � Q ) � ( ~ Q � ~ P )   ( P � Q ) � ( ( Q � R ) � ( P � R ) )  CB  

MJ �� ( P � ( Q ∧ ~ Q ) ) � ~ P  [P � ( Q ∧ ( Q � R ) ) ] � ( P � R )  BW′ MJ 

 K C]�F�7�<�� [ ( P � Q ) � ( P � ~ Q ) ] � ~ P  [ ( P � Q ) ∧ ( P � ( Q � R ) ) ] � ( P � R )  WS �

 �� ( P � Q ) � ( ( P � ~ Q ) � ~ P )  ( P � Q ) � [ ( P � ( Q � R ) ) � ( P � R ) ] CS �

 �� ( P � ~ Q ) � ( ( P � Q ) � ~ P )  ( P � ( Q � R ) ) � [ ( P � Q ) � ( P � R ) ] S �

 �� ( P ∧ Q ) � ~ ( ~ P ∨ ~ Q )   ( P ∧ Q ) � {[ ( P � R ) ∨ ( Q � R ) ] � R}  �

 �� ( P ∨ Q ) � ~ ( ~ P ∧ ~ Q )   ( P ∨ Q ) � {[ ( P � R ) ∧ ( Q � R ) ] � R}  �
� F�J��
��� ( ~ P ∨ ~ Q ) � ~ ( P ∧ Q )   [ ( P � R ) ∨ ( Q � R ) ] � ( ( P ∧ Q ) � R )   �

 �� ( ~ P ∧ ~ Q ) � ~ ( P ∨ Q )   [ ( P � R ) ∧ ( Q � R ) ] � ( ( P ∨ Q ) � R )   �

 
�u _*�S 3�
K ,�k 
 

~ ~ P � P  ( ( P � Q ) � Q ) � P  N�

 ��5��
�` ��=�QEMM P ∨ ~ P  P ∨ ( P � Q )  M3 P�
 CM′ ( ~ P � P ) � P  ( ( P � Q ) � P ) � P  P P�
 �� ( ( ~ P � Q ) ∧ ~ Q ) � P  [ ( ( P � R ) � Q ) ∧ ( Q � R ) ] � P   

 ��� �q���� ~ Q � ( ( ~ P � Q ) � P )   ( Q � R ) � [ ( ( P � R ) � Q ) � P]   

 �� Q � ( ( ~ P � ~ Q ) � P )   Q � {[ ( P � R ) � ( Q � R ) ] � P}   

R u #_*�l ^, ( ~ P � Q ) � ( ~ Q � P )   ( ( P � R ) � Q ) � ( ( Q � R ) � P )    

  ( ~ P � ~ Q ) � ( Q � P )   [ ( P � R ) � ( Q � R ) ] � ( Q � P )    

 �� ( ~ P � ( Q ∧ ~ Q ) ) � P  [ ( P � R ) � ( Q ∧ ( Q � R ) ) ] �P  N 

 K C]�F�7�<�� [ ( ~ P � Q ) ∧ ( ~ P � ~ Q ) ] � P  { ( ( P � R ) � Q ) ∧ [ ( P � R ) � ( Q � R ) ]} � P   

 �� ( ~ P � Q ) � ( ( ~ P � ~ Q ) � P )   ( ( P � R ) � Q ) � {[ ( P � R ) � ( Q � R ) ] � P}   

 �� ( ~ P � ~ Q ) � ( ( ~ P � Q ) � P )   [ ( P � R ) � ( Q � R ) ] � [ ( ( P � R ) � Q ) � P]   

 �� ~ ( ~ P ∨ ~ Q ) � ( P ∧ Q )   {[ ( P � R ) ∨ ( Q � R ) ] � R} � ( P ∧ Q )    

 F�J��
��� ~ ( ~ P ∧ ~ Q ) � ( P ∨ Q )   {[ ( P � R ) ∧ ( Q � R ) ] � R} � ( P ∨ Q )    

 �� ~ ( P ∧ Q ) � ( ~ P ∨ ~ Q )   ( ( P ∧ Q ) � R ) � [ ( P � R ) ∨ ( Q � R ) ]  P 

 �� ***  ***  P 

 (�_
�2 34� ~ P � ( P � Q )   ( P � R ) � ( P � Q )    

J�  P � ( ~ P � Q )   P � ( ( P � R ) � Q )   N��
 ���| A*��m �#G� ( ( P ∨ Q ) ∧ ~ P ) � Q  ( ( P ∨ Q ) ∧ ( P � R ) ) � Q  ��
� EFQ ( P ∧ ~ P ) � Q  ( P ∧ ( P � R ) ) � Q  �
 EQT P � ( Q ∨ ~ Q )   P � ( Q ∨ ( Q � R ) )    
  ( P � Q ) ∨ ~ Q  ( P � Q ) ∨ ( Q � R )   

T  ( P � Q ) ∨ ( P � ~ Q )   ( P � Q ) ∨ ( P � ( Q � R ) )   P 
  ( P � Q ) ∨ ( ~ P � ~ Q )   ( P � Q ) ∨ [ ( P � R ) � ( Q � R ) ]   
  ( P � Q ) ∨ ( ~ P � Q )   ( P � Q ) ∨ ( ( P � R ) � Q )   N 
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V���V�#X���H�1 ��/ � �<��*�� e�� !� N������ 5���<��� !N������#I�v��<��p� !� 5���<��#I�v�����x� !�5���<��#I

������#I� !O�
��������� 5� ��<�� NO5�� \ �<� ��� NL #*��G� L ��� O��"
� v�%��� ��7��N��"<� \ �<� ��� ��� 5� �*�
������#I�5���<��#I�!O�
����]�<�N\ �<����L ����������� � ��7��Y#*�N9 #�
 4���	
�����'��N�b����]�<�5��*�

�	'B#*��$'"
�!D#B_ �L ���V�#^X�	<� ���V�
?���J���H�O5�;������e��
 

�� � (A)u G�*�(�^����    ( B)��%���(�^��    

� MJ 5� R� ������5���<�   ������5���<�  MJ 5� R�  

��       N ����� � �#I 

��  ��     T� ����� �  

� R ������#I�v��<�     N ����� � �#I 

  ��   ������#I�5���<��#I  T ����� �  

p J� ��<��#I�v�����     N�� ����� � �#I 

x T ������#I�5���<��#I     T ����� �  

       N ����� � �#I 
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�
�F�Z*�O5�;�L �����	
�H��9 ��r #7�����4��7��1 ����9 84��<�u G�*�K ��" �N9 #�
 4�5�������N� <����7����7
�8*�2 34�5��%����F?����<��*�J��;���,��G��<�H�#*�5��7��� ����<� ���u G�*�(�^����87��*�� ��	
�L ��������7

�������;5�!�.<�G�V������K ��" ��<�u G�*�(�^����87�5�� ���V����'AJ���	
����S 
]�<�NO�8#	#
���������	

� ���O�| �!��

��

S4"	����$%&'�8� 

1 5�A �DI���C,�d�Y*�5��7�� 7�$��N��*?�F�#
�N�������;5�9 #�
 4���	
�5���������	
�F�#
��4����7�����7
� B7�Y#*�!����F�Z*����<� 7�$��L ���F��
��4[�����#k G��	X�N�7�D#	4�!�V��YJ��7��<�N9 #�
 4���	
�����k G�����J�

�V�b*?� D#	4� K ��" ��C4� ���� 5� K %�,� 9 84� �<� ��� ���;5� ���� 5� ./ ��� 5� D#��YA#<� K ,�k 
� u _*� 9 �� �8 �
�#k G��
�� ����<���������	
���������?�!�#G��� ��$,��<�O�
����8;� ����<��"<� �N� �����;5��7�����k G��4����

�
��8;� �����������k G��<����9 #�
 4��	4�!���8*��<����q<� �L ����J�*�
�K ��" ���H�1 ��/ ��<�D#7��F�Z*�����e��
p* = ~ ~ p O�
����87����<��8 ����7e �
( A ∧ B )* = ( A* ∧ B* ) 
( A ∨ B )* = ~ ( ~ A* ∧ ~ B* ) 
( A � B )* = ( A* � B* ) 
( ∀x Ax )* =  ∀x A*x   
( ∃x Ax )* =  ~ ∀x ~ A*x   
 

� ���F�#<�. <�G��*��?��<�V����'AJ�� 7�$��Nq<� �L ���9 84��<e��

�classic A � �intuitionistic A* 
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�classic A � �intuitionistic ~ ~ A 

�classic ~ A � �intuitionistic ~ A 
��
��

�O��J�:pp�)*�5���������	
�F�#
��'7�$���(S4��<��'������9 #�
 4��!�����k G��4���4����"
�����"<� �5�
9 ���<����(�)*�5��L ����
��8;� ��b�����4�!�����k G�����J�S4��9 ���8 ��V��YJ��7��<�N���%���5�u G�*�5�D#��YA#<�

� ��������QD7�H���4���<�NF�	4���5���
�F�Z*��D#7��M�K ��" ���H���q<� ��%���5�9 #�
 4�u G�*�1 �5�- ��<
4�D#	Q��<�NY��8 ����<����9 #�
 4�1 ����5��L ���5���5⊃�
�F�Z*��D#7��M�#k G�V�b*?��� ����<���������	
������

�
���?�!�#G��� ��$,��<���<����O�J��8;� �q<� ��J��N� *�
�K ��" ���H�1 ��/ ��<�q<� �L ���D#7��F�Z*�����e��
p* = � p O�
����87����<��8 ����7e �
( A ∧ B )* = ( A* ∧ B* ) 
( A ∨ B )* = ( A* ∨ B* ) 
( A � B )* = � ( A* ⊃ B* ) 
( ¬ A ) * =  � ~ A 
( ∀x Ax )* =  ∀x A*x   
( ∃x Ax )* =   ∃x A*x   
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�9 #'*�8��5�q<� �L ���9 84��<S4� ���F�#<�.<�G��*��?��<�V����'AJ�� 7�$��N�e��

�S4 A � �intuitionistic A* 
��

� (�)*� H�� ���'BJS4��� ��;5�� B#*� (Ha� NF?� ���<� 5� ����� ������ ��	
� �<� ��'Z#<� � 7�$�� �4� �����<
V��YJ��9 ��N�8 ����7�D#��YA#<��!�H��� ���1 ��$,�(�)*�L ��S4Trive(p)���!�./ �Trive(p)�./ ��F�87�Triv��4�� ���

�C8;���7�#�'
��<�� ���V����5�E
���e��
Triv :  A � � A 
Triv(p) :  p � � p 

��
�(�)*���S4Trive(p)
�N�O�
����87�F�#�D7�NF�Z �5�- �5��7�D7�L ���5�� B#*����G�<��H������7�#�'
��<��H��

�C8;�V��YJ� 5� ���� ��� V��� �5�E
� �8 �� ��7� !O�
��� �	X�7� N(�)*� L ��� ��� N�*�8*� ���<�� ��7P � � P�5�
( P ∨ Q ) � � ( P ∨ Q )� �
�� �	'B7� �#k G�~ P � � ~ P� � N�( ~ P ∨ Q ) � � ( ~ P ∨ Q )��5�
( P ⊃ Q ) � � ( P ⊃ Q )�	'B#*��#k G�!��

��J�⊃� 5���1 ���� ���� 5�9 #�
 4���7�� 5��1 ���� �����(�)*����D��#b<��)*������������7S4Trive(p)��N
�
��F�� ��5���i B���<����⊃�5���D#	4�K ��" ���H�1 ��/ ��<e��

¬ A  =q  � ~ A 

( A � B )  =q  � ( A ⊃ B ) 
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�
�F�	4����#$���4�N�����H��#k G�D#*�� D#	4�1 �$=��N� ���O��J��#k Ge��
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�#k G�e�O�
����J�A1 ����.
�����	 ������<�./ ���5�K %�,�5���������7Q����9 #�
 4��%���5�u G�*��	"�
���<��'���*�����
�F?�MV�b*?��

�S4Trive(p) A � � A 
F�7�<e��

1 �������" ��5���- �������_'����<��
�1 �$=���#k G�N�7�����!��4�� ���L ���N�A/ �� ���A��r #7��5��'���*�� ��
�C8;��#�'
�� ������G�<��#k G�N1 ��/ �L �������4�� ����- �5�~���<����!�
�j ���N��_'������<�F�	4����#k G��4�D#	4
1 �������<�1 ���� .
�����7�� ���" � �<����7n�
�� <�=� 5�� ��� ���G�<� �'84� ����1 �������<� �#k G� �4� D#	4��.
�����7

1 ��������" ��<����7n + 1� ������G�<�Y#*�!����<��#k G���5���<���
�1 �$=����_'���j ���H��H�#*����e��

¬ A �� � ~ A �� � � ~ ~ A �� � ¬ A 

( A � B ) �� � ( A ⊃ B ) �� � � ( A ⊃ B ) �� � ( A � B ) 
��
�D#'B7���_'���j ����	
H�#*�NK %�,����<e��

( A ∧ B ) �� ( � A ∧ � B ) �� � ( A ∧ B ) 
���<#*���_'���j ���Y#*�N./ ���D#	4�1 �$=�������H�D�����<���'<��~� ���H�e��

( A ∨ B ) �� ( � A ∨ � B ) � � ( A ∨ B )  
D������4��c*?�H��Nl ���5e��

� ( A ∨ B ) � ( A ∨ B ) 
�
��c#'*�NL ���<�	<����e��

( A ∨ B ) �� � ( A ∨ B ) 

� ( A ∨ B ) � � ( A ∨ B ) 
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�F?�MV�b*?��

�S4Trive(p) A � �J A 
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F�7�<�e��
�
��*��?��<����F?�� X��<�� ����� �;��
��� ���9 #'*�8���	
H�#*��#k G�v� �����<�� X�F�7�<���4�1 �$=��F�� �e

����<�(�_
�q- 5�V�,�G�1 �$=������S4	<�~� ���F��?��
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