
 �

��� ����	�
���������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

�
�
������� ��������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

� �������� ����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

�������� ������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

���������� �����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

������ �����
�
������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

������ ����	�
������������� ���
�
���������������������������������������������������������������������������������������������������������������

������ ����	�
����
�
�������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������!��

����"���#$
������� ������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������%��

��� &�'�(��)*�+����,"����-./����#��#�����������������������������������������������������������������������������������������������������������������0��

��

���������	����


�� 	
�����������

� �������������

���1$�/��'2�34������*�.5"�$���6�7 ���18/��9:��/���� ����	
�����;858<���358�������$���
/=��

 
��><�?���?���@��
���Nand  ~(P∧Q)�?�@��P�Q��

��� �����
�:�?������@��� &A�.(B�.&C��(Inclusive) disjunction  ~(~P∧~Q)�?�@��P∨Q��

���+(+����@��� &����Bidisjunction  (P∨Q)∧(P�Q)�?�@��P�Q��

�����@?������� &��(exclusive) disjunction  (P∧~Q)∨(~P∧Q)��  �

��

����� �����$���� ����	
���D�����(��E*�����+(+�8���F18��"��������)+��;'�G����.6H�'�8*�����34������$�������6�8�6

�94����8���=�)��6���,�������A�+(+����� ����'�>#���
5C�I �����������A?><�?������
5JC18��"����K�.L5��� �;���8M��

���)+��;,���.6H�'�8*��94������� ����N <� (���$�
�:�?�����6�8�6�8���O*��.P���*��Q �R�'�.*�$�6��*�;��(��ES��� ����T

�>�6��"�M���.*$�6�
�:�?������?><�?������.*Q �R�U �.9/���*��5���7 ������

                                                           
1��R�+��;N��GR�������;����E*�V�)� &�;FW �;JOO� 
2�'�>#�W �;X���Y 5���
R�����;�=,���������I �����������
R��'����
3��W �;'�>#X���=�>R���&�'
�:85�8���1Z#�)[���5�Y ��\ �� �� =�><.��K'�
(��'
]5�^�'�����������_��'
]5�^�'������85"� =�E(�̀ ��#�B

1$� B���� &�N <� (���$��5�#�����#�8�$�2�=7 4(��'�
(���5�7 4(��1�(B��5�85"� 



 X

����6�'��̀�
�:�?������?><�?����a (6.���*�7 ���.*�.*��+(+����� &�;858<������$��;3(�(*���;358�������$�

��+(+����� �����6�7 ���1�
*�b.�����c��E5���52�?><�?������� ����52���d����5�7 4#� (�� (��
�:�?����d����5�7 4#�

��c�����E5��e��f358�������$����6�7 ������D*��"���/���E5����7 ��������;$�_9���g 5��*���7 _[��;$�_9���g 5��*�;

�� �������
��$��$����
<��
�:�?������?><�?�����=��� �.*�"��g 5�.#���?><�?������� ����
<����
�����;
�:�?����

�$���=a 6.�����
����h (4*����
��i��

���1$�*$����7 ���j .-����?><�'�]���,8���*�1$�/���D���;h (4*�?><�?����$����k��;'2�'�]���,8����?&$�'�]

�>��'�(���*����3]�� ;a 6.��?><�?����$������852��������8�
/�?><�7 4(��E]>��j .-�����6� �
/��?&$�8���
�

8�
/����?&$�?������.*�3(4+��E5���*�G��$����
<�� (���

��6���c��E5���*�e��f�$��;'
�6�Sd7 ���?><�?������� ����;�+(+����� �����52�T�,�86��*�?><�?����3(�.l*�85�*

d��
�.(:�;��
��g 5��*���� $2�;��
��g 5��*����+(+����� ����Sh (4*�?><�?���T�����7 ���Sa 6.��?><�?���T7 4(�����

3(4+��E5���6� �.6��<
��85�*����� ����$��� 8�*���������� ����$�����7 ���� ����� ���*��$�m n*�$��
>��.5"�$�

1�$�2�858<�\ �D<
���������#��>��35�=��

��
���+(+�������.#�?&$������7 ���E]>����.#�?><�����~�(P∧Q)∧~�(~P∧~Q) � �(P�Q) 

������������

��� �����

� ������
?><�?�����

h (4*��

a 6.���

7 4(��E]>�����.#�?><��

���.#�?&$�����7 4(��E]>�����.#�?><7 ���E]>����
~�(P∧Q) 
~�(P∧Q)∧�(~P∧~Q) 

���

���

�(P�Q) 
�(P�Q)∧�(P�Q)�

������������

��
�:�?�����
h (4*��

a 6.���

7 4(��E]>�����.#�?&$��

7 ���E]>�����.#�?><�����7 4(��E]>�����.#�?&$��
~�(~P∧~Q) 
�(P∧Q)∧~�(~P∧~Q)�

���

���

�(P∨Q) 
�(P∧Q)∧�(P∨Q)�

��

�$.*�3#��*��$�� �������� ����	�
�����*�$�3(#�
k*�.B�8(�6��<
��.5"�$��
>���*�3(�6��=��

��

������������?><�'�]�� '�]���?&$ 

����� ����,8�=����������1�1�

����������

��������
�?><�?���a 6.�=��0�1�

������
h (4*�?><�?�����

����  

����� ������������+(+�=��0 0�

����������  

������
h (4*�
�:�?�����

��

����������
�
�:�?���a 6.�=��1 0 

��������������

��

                                                           
4��;��
-�E58R��.(� ���<�
:85.M�������$��;8(Y �R��.#
MR��;$�8(*�\ �$�G9���;���������;��%X�W �;�0���



 �

'��̀�����6�o .��$���p�2�;3(�(*���q 
4n��'2�3(4����7 ����+(+����� ������
�:�?������a 6.��?><�?�����
/

h (4*�
�:�?������h (4*�?><�?�������7 ���a 6.���������6�8/�*�)(R��E(>#��*�85�/��>58��'������8�����.���(��E*��;

a 6.���D���1�.6�'�(*��$��#�h (4*���8�����$��#1�.6�.6H�.(� ���<�
:�8�����'�.:r9��8�����

�6����b.�����c��E5�� ;'
������
L`��$����������� �����6��
/��.6�)(�n��'�
�� �s������6��M�2�"��@��
<�

����������� ����t f�;\ $�.� �'�8*�@� �������� ����'�8*��������� ��������$��;u ����E5��.*�)(�n��� �.*��6�3(*�5�

3(�6�)(�n���$��������� ����85�*��89*�� ;���������� ���� ��7 ���v������#��>��j Z���*��6�����w 5.
��"������#

���� �������� ����8(�$��������� �����*�'�
�=��

��

���
���������

��

���+(+�=����q H�6���.#����s��x ���.#��� ~(P∧Q)∧~(~P∧~Q) � P�Q 

������������

�� ������

������
?><�?�����

h (4*=��

a 6.�=��

�s��x ���.#�����

q H�6���.#�)*�s��x ���.#��� 
~(P∧Q) 
~(P∧Q)∧(~P∧~Q) 

���

���

P�Q 
(P�Q)∧(P�Q)�

������������

��
�:�?�����
h (4*=��

a 6.�=��

q H�6���.#�����

s��x ���.#�)*�q H�6���.#��� 
~ (~P∧~Q) 
(P∧Q)∧~(~P∧~Q)�

���
���

P∨Q 
(P∧Q)∧(P∨Q)�

��

�(���1�L��s
&�)(�n���*�.B�����35"�8�(*��.���a (6.���*�8�94#����
��a 6.��
�:�?������a 6.��?><�?�����6�3(�(*

�����a (6.�����(�=��

��

a 6.��?><�?������@�(��a (6.�=��P�Q������
  (P�Q)∧(~P∧~Q)����~(P∧Q)∧(~P∧~Q) 

a 6.��
�:�?������@�����a (6.�=��P∧Q������
 (P∧Q)∧(P∨Q)���� (P∧Q)∧~(~P∧~Q)�

��

���$���M�5��"��8�94#���� &�a (6.����
���
:������a (6.�����(��a (6.���6�3(*�5A�y�9�B��_���;�����a (6.���6�35�

�'�>#�;���(*��*7 ����-./�a (6.����
���
:������a (6.��;.P��E5��"����7 ���W �:��������)� 9���-./�y�"�

����M�5�������a (6.����
5�8�94#�U .9G��34����$����-./������ &��6�7 &�5$��'�
�� C�������.B��358��'����

�)+9����R�� ����������*�� �������� ����"���$�a 6.����h (4*��*�
�:�?������?><�?����3(4+����8��
*�1�.6��8�94��
�

7 &.G(f�;\ $
x �E5��$��85�/���8��.*��(��a (6.���������a (6.���*�1$� B������$��858<������18��6�1.(:���#���#

���	
����*�'�$���'�>#�$��7 �
(fy��



 �


 ��������������

18/�1���2�;'
�6��3(�6���$.*��$����������� &�	�
����6�35���.*����������� &�;3(9�B��6�'��̀�������*�7 ���.*�

� �������� &�'�8*���� &��35$���\ $
x �E5��$�=��

��

���+(+�=����  ~�(P�Q) ∧  (P�Q) 

�����������

�� ������

��������
?><�?�����

h (4*=��

a 6.�=��

 
 

~�(P�Q) 
~[�(P�Q)∧�(~P∧~Q)]�

∧ 
∧ 

P�Q 
(P��)�

�����������

��
�:�?�����
h (4*=��

a 6.�=��

 
 ~�(P∨Q) 

~[�(P∧Q)∧�(P∨Q)]�
∧ 
∧ 

P∨Q 
(P∧Q)�

��

����������
 �� 	
��

�
�
�������� ���� ;358�������$��� 7 ����9&.B�$�.����$.*� �$
�� (��8����S��5�)
&��5�7 ���3����5��>�6

j .�T���Sz $ *��5�7 ����8��'2�� ��4���5��8��E5��g `
6��5�7 ���'2�"��.��'2�"��.�T�V�$��"��g 5�.#����[�����E5��;

]>�.({�
Y �����.#�?&$�����7 ���E]>��.({�
Y �����.#�?><.*�.*�$����7 4(��E;�E]>��.({�3#��*�
Y �����?&$�

7 �������+(+����� ����358��������$��
�
�������� ����E5���8����|���

������������	���
 ����
�������
�� 	
��

���'�(*��$��
�
�������� ����,�4���;)(� ����*��6��46�E(R���7 ���8(Y ��.#
<�$�����������8�6����[�����#

��*�.5"�$���$�������D�2�)(�n��1�.>#�35$�2=��

��
��?><�?���=���>��?><�3#��*�� 
Y �����}(#�8�
/=��'�
(���5�7 :�$���5�7 ���~ ����5�34<�E5���

�(PQR) =df (P�Q)∧(Q�R)∧(P�R) 
��
�:�?���=���>��?&$�3#��*�� 
Y �����}(#�8�
/=��7 4(��'�
(���5�7 4(��7 :$���5�7 4(��~ ����5�34<�E5���

�(PQR) =df (P∨Q)∧(Q∨R)∧(P∨R) 
��� &��������

�� <��������>��?><�3#��*�� 
Y �����}(#���8�
/��

�>��?&$�3#��*�� 
Y �����}(#�8�
/=��

���.6Z��������
:��6�'��̀ �;34��E5���;8#���

���� ������*���7 4(��E]>��^
x��8��M����
∅⊗(PQR) =df �(PQR) ∧ �(PQR) 
(P�Q)∧(Q�R)∧(P�R)∧(P∨Q)∧(Q∨R)∧(P∨R) 

���+(+�=������

�����>��?><�3#��*�� 
Y �����}(#���8�
/��

�>��?&$�3#��*�
Y �����8�
/=��

� ��4���5�I �����5�7 ���85�"��5��8��E5���
⊕∞(PQR) =df �(PQR) ∧ (P∨Q∨R) 
(P�Q)∧(Q�R)∧(P�R)∧(P∨Q∨R) 

                                                           
5�/W �;N��X�%u ��!���
6��>����.&���7 ���3(4+��$���
<
����� ����'�>#��+(+����� ����;��(��E*��.P���*��6�7 ���'2�.���E5��)(R���8/�*��>4�����3(4+���6�8�6

�*��9���5����>4������5��8������>4��7 5�D�S��5�u 84���5�t >k���5�?*.���5�7 ���m �[���5�;3P9���)]/���T����



 !

���.P���*��.6���$.*�85�*� (���$��.L5��,�4�����7 4(��)��6������3(4+���6�8�$� ��	�
��� ;.5"�$��
>��$�


B��
B1�.6�.6H��$���� &�'�35�=��

������������	���
 �� 	
��

��

���������>��?><�3#��*�� 
Y �����}(#�8�
/=��'�
(���5�7 :�$���5�7 ���~ ����5�34<�E5���
�(PQR) =df (P�Q)∧(Q�R)∧(P�R) 

��h (4*�?><�?���=��������

����X����>��?><�3#��*�
Y �����8�
/=��'�
(���5�7 :�$���5�7 ���~ ����5�34<�E5���
(P�Q�R) =df ~(P∧Q∧R) =df ~(P∧(Q∧R)) 

����������

���������>��?&$�3#��*�� 
Y �����}(#�8�
/=��7 4(��'�
(���5�7 4(��7 :$���5�7 4(��~ ����5�34<�E5���
�(PQR) =df (P∨Q)∧(Q∨R)∧(P∨R) 

��h (4*�
�:�?���=��������

����X����>��?&$�3#��*�
Y �����8�
/=��� �̂ �E9:
���5�3(��?����5�7 ���s.*�?����5�� �̂ ��/
��:�7 ����
(P∨Q∨R)  =df (P∨(Q∨R)) 

��� &����������

�� <������������>��?><�3#��*�� 
Y �����}(#���8�
/��

�>��?&$�3#��*�� 
Y �����}(#�8�
/=��

���.6Z��������
:��6�'��̀ �;34��E5���;8#���

���� ������*���7 4(��E]>��^
x��8��M����
∅(PQR) =df �(PQR) ∧ �(PQR) 
(P�Q)∧(Q�R)∧(P�R)∧(P∨Q)∧(Q∨R)∧(P∨R) 

����������

����X����>��?><�3#��*�� 
Y �����}(#���8�
/��

�>��?&$�3#��*�
Y �����8�
/=��

j .���5�7 ���)
&��5�7 ���3����5��>�6��
⊕(PQR) =df �(PQR) ∧ (P∨Q∨R) 
(P�Q)∧(Q�R)∧(P�R)∧(P∨Q∨R) 

���+(+�=��������

���������>��?><�3#��*�
Y �������8�
/��

�>��?&$�3#��*�� 
Y �����}(#�8�
/=��


&�.({��5�7 ���3���.({��5��>�6j .��.({��5�)��
⊗(PQR) =df (P�Q�R) ∧ �(PQR) 
(P�Q)∧(Q�R)∧(P�R)∧(P∨Q)∧(Q∨R)∧(P∨R) 

����������

���������>��?><�3#��*�
Y �������8�
/��

�>��?&$�3#��*�
Y �����8�
/=��

���� ����5�7 ���� 
#�*��5�������7 4]/��5�8�6��$
:��
∞(PQR) =df (P�Q�R) ∧ (P∨Q∨R) 

��

����6�'��̀��?������
�:�?����;3(�(*���1�$��(���$�a 6.��?><1�.6�$�ZB���18���
:���.*��$�'2�)(�n��35�����

��

��� �!��

�� ��� ����"��g 5�.#��*����
��� "$��?*������� �#��8(45
�*��$��
�
�A� "$��?*���7 G#�C 

X� ?*�����8
��� "$�������#�d�.̀ ���d7 ���8�̀ ��
�
� 

�� ������ ����$���$�a 6.��?><�?������a 6.��
�:�?����8(�6�'�(*��5 <�����)x����858<�,�4����52�d�
/��

�� ������ ����3(4+������ �������� ������.*��$�3(4+��E(>#��
*��������� ������.*�8�2�E9��$���6��5 <

8(�6��45
�"�*����������� ��������)x����858<�,�4����52�d�
/ 

!� 8(45
�*��������� ������.*��$��5 <$�D̀ ���� ����	�
��� 

%� 858<������$���.̀ �;�>/�.P���*������ ����	�
����*������
�
�$�D̀ �;�
�
�����d7 ���18G���9:��.f��

 



 %


 ��
"�� �#$	������������

1$� B���.*���(��E*�����$�6��*��$�����"���#$
�� (����� &���#�1$� B����.*��$
� n���R�� ������#A�a <
����
5

�5 <�a R�������6�a R���;�5 <�a <
��;��6�C���'�(*��$�8�6���(��E*���6��M�2�"��-./�'�(��,"������$
� n����#

��� &������ &�$������"�� "��.f$
��"����(�n��7 ���a �����7 ���1�.6�.6H��$�$
� n����#�35$��(*��$��#���.*�1���

'��"���$��*�� "��.f$
�;����'�D<���$��*�'�
����*�7 ����&�6�;$�6�E5����.*�K�.6���>����$��#$
�� (��E]>����#

�����"�.(�9����<t(�9��"������D<�.w3(�6�1���9���� ���8<�$����#��>��"�� ;���D<��"��.f$
����<��*� ;.5"�� �#

1�.6�1���9���'�]�����\ $�.���
/����/��� .9>6���<����35�=��

��

% &�%��
�$��%'$��( �$	�)
!��

*+,��∀t(Pt � Qt)��(P � Q)���-+,��
a ���7 (�6��

7 (�6�a �� 
∀t~(Pt � Qt) 
 

~∀t(Pt � Qt)�

��� ����a ����

�����a ����
�~(P � Q) 
 

~�(P � Q)�

*+.��∃t(Pt � Qt)��(P � Q)���-+.��
a ���7 (�6��

7 (�6�a �� 
∃t~(Pt � Qt) 
 

~∃t(Pt � Qt)�

��� ����a ����

'�]���a ����
�~(P � Q) 
 

~�(P � Q)�

��

	�/�%��
�$��%'$��( �$	�)
!��

*+,��∀t(Pt ∨ Qt)��(P ∨ Q)���-+,��
a ���7 (�6��

7 (�6�a �� 
∀t~(Pt ∨ Qt) 
 

~∀t(Pt ∨ Qt)�

��� ����a ����

����a �����
�~(P ∨ Q) 
 

~�(P ∨ Q)�

*+.��∃t(Pt ∨ Qt)��(P ∨ Q)���-+.��
a ���7 (�6��

7 (�6�a �� 
∃t~(Pt ∨ Qt) 
 

~∃t(Pt ∨ Qt)�

��� ����a ����

�a ��'�]����
�~(P ∨ Q) 
 

~�(P ∨ Q)�

��


 010���������$��%'$��( �$	�)
!��

*+,��∀t(Pt � Qt)��(P � Q)���-+,��
a ���7 (�6��

7 (�6�a �� 
∀t~(Pt � Qt) 
 

~∀t(Pt � Qt)�

� ����a ������

�����a ����
�~(P � Q) 
 

~�(P � Q)�

*+.��∃t(Pt � Qt)��(P � Q)���-+.��
a ���7 (�6��

7 (�6�a �� 
∃t~(Pt � Qt) 
 

~∃t(Pt � Qt)�

��� ����a ����

'�]���a ����
�~(P � Q) 
 

~�(P � Q)�

��

'��̀�����6��.B��;3(�(*'�D<���'��"�"��3����$��#$
���� �����*�.*�.*���6��������� ����35.(L*�.P��$��E]>����#��

���� ������
/���,���� �#$
��.B�����A���D<�������"�"��3�����
5�C��6�'��̀ � ;35$��(*�� �������� ������$��*��$

�������� �$� $�6� E(>#� '�����18(p(f� $�(4*� \ �_(6.�� �*� ;8��.6���� � ����*� ;E5.>�� '�
��� �*� ;�$� '2� )(� ��� �6� 3(�$

1�.6� $�ZB��� 18���
:�35�� ���� b.-� ��c�� E5�� '
�6���
/����� �52� �6����$� 858<� 8�>�$8�� ��#$� *�� �6� ;358�� '����

����$�18(p(f�\ �_(6.��E5���
����;8�9/�8��18(>D&�d8��y 

 
��� �!��

�� 8(45
�*��$�� �������� ����	�
���$��?*$��\ �$
� n����

X� 8(45
�*��$����������� ����	�
���$��?*$��\ �$
� n�� 



 0


��2�3�1
�4'�0����*"���
5�6����#��#��

3D���E5.��-./�'�(����*�$���� &����#�7 ��D�2�'�(��)*�+����,"���;�#���E5���*��$�u �(��E&�"��39�#��R�+����(��E*�

7 ���1����W �� 9:��h *��$������6��R�+��E5��������"���n�x �����*�g 5� ��8/�*�g `
6�)� &�g 5�8��$��7 4��
�

7 ���1����W �� 9:�� �
:��*��$�N��/� �*� ;858<��������#$� *���*� ;1"�.���������2�����*�$�E5��'�
�����'�(*��$��#

��� ��������� ���	�
���;358�������$���6�7 ���E5��$���+(_���$�6��$�
/�������.6��*�5"$�18(p(f�$�(4*�$
x ���� �

,���"���$�(4*��6�7 ���18/�m ��*��
:�E5����8�$���8��$�$�6��*��P�R�U .9G����3D_��\ $
x ��*�	�
���E5����#��

�;��
>����.*S���������?><�?���5 <�a R���T)(�n������$���
B��
B���#��358��������6�7 4(��,
�
���+(������.5Zf

���$�6��*��$���
��,�86�7 ���1�.*���

���.5"�$���R�� �������-./���*�$��*��
*.��,���E(��
��852�����;8��
��E5��g >6��*���
*.��W �:�E(��
��'�
�


���$��R�� �������-./�18(p(f�	�
����*����$�.���*�5"$����)(�n������$.*��$���

��

?><�?����� 
�:�?����� �+(+����� ���� � �-./� u 
]
���-./�� �-./���

P�Q   
���� 
P�~Q 
���� 
Q�~P 
���� 
~P∨~Q 
���� 
~Q∨~P 
���� 
~(P∧Q)�

P∨Q   
�����
~P�Q 
���� 
~Q�P 
���� 
~P�~Q 
���� 
~Q�~P 
���� 

~(~P∧~Q)�

P�Q   
���� 
~P�~Q   
���� 

~(P�Q) 
���� 
~P�Q   
���� 
P�~Q  

 
 

 P�Q   
���� 
P�~Q 
���� 
~Q�P 
���� 
~P∨Q 
���� 
Q∨~P 
���� 

~(P∧~Q)�

P�Q   
�����
~P�Q 
���� 
P�~Q 
���� 
~Q∨P 
���� 
P ∨ ~Q 
���� 

~(~P∧Q)�

P�Q   
���� 

~P�~Q   
���� 
~(P�Q) 
���� 
~P�Q   
���� 
P�~Q   

�

 
 

�+(+����� ���� �-./����

P�Q   
�� �������  
(P�Q)∧(P∨Q)   
���� �����  
(P∧~Q)∨(~P∧Q)   
���� �����  
(P>Q)∨(P<Q) 

P�Q 
�� �������  
(P�Q)∧(P�Q)   
���� �����  
(P∧Q)∨(~P∧~Q)   
���� �����  
(P∧Q)∨(P�Q) 

 
 


